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第0章 集合、函数和记号  

注：本文中的句号都是点号, 这有利于防止与下标  混淆.

集合  

大家高中都学过, 集合可以包含很多东西. 如果  是集合  的元素, 记 , 否则记 . 如果  
可以推出  则称 , 如果  且  则  有相同元素, 即 .

下文中实数和复数的记号分别为  和 , 其中  中的元素形如 , 对于集合 , 记号  表示包含所
有元素来自  的  元组的集合,  则包含了所有  中元素构成的有序对, 有序对前一个元素来自 

, 后一个来自 .

例如, 令 ,  则有  
.

在具体用词上, 有时我们用“空间”来代替“集合”, 同时用“点”代替“元素”.

函数  

从集合  到集合  的函数  记作 , 对每个 , 它分配一个 , 我们称之为 
. 如果  时总有  则称  是单射（或称  单）, 反过来说, 单射要求每个 

 时可以推出 . 如果一个对每个  都有  对某个  成立, 则称 
 是满射（或  满）, 既单又满的映射被称为双射.

 被称为定义域,  被称作陪域（并非值域）. 对于  的子集 ,  称作  在  下的
像, 对于  的子集 ,  称为  在  下的原象. 注意：虽然我们在使用反函数的
记号, 但是其实并没有依赖于反函数的定义, 当  是双射时,  才能给出一个  到  的反函数. 特别地, 

 称作  的值域.
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有时我们使用“映射”来代替“函数”.

数学对象  

通常我们关心的不是集合其中的元素或集合本身, 而是其上的数学结构. 例如, 当讨论实数集时, 我们实际上
在讨论附加了额外结构的实数, 这里指的是 , 其中  是实数上的二元运算,  为序关系（减法
和除法可以由加和乘自然导出）. 虽然正式记号是 , 但是为了方便我们通常只写 , 但是一定
要有  带有额外结构的认识.

既然“有趣”的对象通常有额外的结构, 我们考虑的映射通常保持对应的结构. 例如, 如果 
 则称  保持了加法, 这里  和  的加法

各自是  和  中的加法（并不一定完全相同）.

如果  之间有保持“一定”结构的双射则称  给出  和  的一个同构（“一定”的具体含义取决于语境）.

练习  

 设 , 分别写出  和 , 并说明这个乘积不具有交换性.

 定义 . 如果 , 写出 .

 考虑映射 , 其中 , 证明  为双射.

 对函数 , 其中 ,  为实常数,  何时为 (1) 单射 (2) 满射 (3) 双射.

 写出  的数学结构并指出其与  的异同.

  为有理数集, 你能找到所有保持加法的  吗？证明你的结论.

 

第1章  线性空间和线性映射  

线性空间  

从很多领域都可以引出 -线性空间(或 -向量空间)的概念, 其正式定义为一个域  上的三元组 , 
满足八条性质. 通常,  中的元 素称为标量,  的元素称为向量,  称作向量加法, 

 称作标量乘法.

八条性质分别为：

(1) 对于所有 , 有  (向量加法的交换律)
(2) 对于所有 , 有  (向量加法的结合律)
(3) 存在 , 使得对于所有 ,  (向量加法的零元素)
(4) 对于每个 , 存在  使得 , 记作  (向量加法的逆元素)
(5) 对于所有 , 有  (标量乘法的单位元素)
(6) 对于所有  和 , 有  (标量乘法的结合律)
(7) 对于所有  和 , 有  (标量乘法的左分配律)
(8) 对于所有  和 , 有  (标量乘法的右分配律)

对于初学者来说, 一次性看到八条公理可能看起来很可怕, 但实际上确实有必要. 将  替换为  或 , 我们
就得到了实/复线性空间的定义.

练习： 如果你想要抱怨, 请拿起一本线性代数的书, 用手把它举起来10分钟, 保持手臂垂直于身体. 并且得出
举着这本书比读下去更加痛苦的结论.
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最平凡的情况是 , 其中仅包含一个零向量. 为了方便起见, 我们将其写为  而不是  （本文中  会用
于表示：数域中的零元素、线性空间中的零向量、平凡线性空间以及例子中会提到的零映射, 这样的符号混
用在数学中很普遍, 读者需要根据上下文区分其具体含义）. 另一个简单的例子是  本身, 因为域本身具备
满足结合律、交换律以及由分配律连接的加法和乘法运算（换言之, 矢量和标量的概念并非互斥）.

如果  且  和  都是 -线性空间, 那么  称作  的( -线性)子空间. 根据定义可以推出, 如果 
 对  中定义的加法和乘标量乘法封闭,  是  的线性子空间. 从  继承的向量加法和数乘保证了  

满足其他公理. 如果  和  是  的两个子空间, 可以证明  也是一个子空间(留作练习). 然而, 并
集  并不总是一个线性子空间, 因为它可能对加法不封闭. 我们用  表示集合 

, 并称其为由  和  张成的空间. 这是包含  和  并对向量加法和标量乘
法封闭的最小空间(也留作练习).

如果  是  线性空间, 则用  表示  并称之为  与  的直和, 
其上的运算定义为 , . 通过简单观察不
难发现直和和前一章所述集合的直积几乎相同, 唯一区别是“直和”这一用语专用于线性空间而不是一般的集
合. 虽然  是其自身上的线性空间可能并不能引起大家足够的重视, 但是 , 其中  为整数是一族重要的
线性空间（回忆上一章集合  次方的定义）. 它们带有上文所述的矢量加法和标量乘法, 是我们下一章研究
的主要对象.

线性映射  

若  是 -线性空间, 则一个 -线性映射  是满足以下条件的映射：

(1) 对于所有 , 有 
(2) 对于所有 , 有 

因此, 我们可以说线性映射保持向量加法和标量乘法.

线性映射的像, 记为 , 表示 , 或称之为  的值域. 线性映射的核, 记为 , 表示 .核是
零点的集合. 读者可以轻松地验证  是  的线性子空间, 而  是  的线性子空间.

如果 , 则称  为  上的线性变换.

如果  是双射, 则称  给出了  和  之间的线性同构.

例子  

下面的例子主要是  上的例子, 因为  是我们最熟悉的数域, 有利于初学者理解.

一些仅违背了一条公理的例子, 这使它们不能成为线性空间, 以下的加法均表示  或  上原有的加法：

人为向实数域中添加一个新的元素, 标记为 , 实数域上的加法和乘法不变, 并定义 , 对 
, , 对所有 , 定义 , 则  不是线性空间, 因为没有

满足公理(4)

对于所有 , 定义  恒为 , 则  不是 -线性空间, 因为没有满足公理
(5).

对于所有 , 记  表示  的实部, 即  实部为 , 定义 . 则 
 不是 -线性空间, 因为没有满足公理(6).

对于所有 , 如果  的虚部大于等于 , 定义  ；如果  的虚部小于 , 定

义 . 则  不是 -线性空间, 因为没有满足公理(7).

对于所有 , 定义 . 则  不是 -线性空间, 因为没有满足公理(8).

一些空间中的图形, 有的是线性空间, 有的不是：
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, 比如 (平面)和 (三维空间), 都是 -线性空间. (注意, 到此为止其实还没有给出“维度”的正式
定义.)

直线  是  的一个线性子空间. 实际上, 它是线性映射  的像, 其中 
.

平面  是  的一个线性子空间.它是线性映射 
 的核, 其中 .

考虑两个平面  和 .它们都是 
 的线性子空间.很明显,  是  的一个子空间, 但是 

 不是  的子空间.例如, 
. 此外,  中的每个点都可以表示为 

, 其中  且 . 因此, 由  和 
 张成的空间是整个 (你能找到更多将向量分解为  和  中向量的方法吗？).

平面上的直线  不是 -线性空间, 尽管它在几何上表示一条
直线.

平面上的格点, 例如 , 不是 -线性空间, 尽管它呈现出周期性的模式, 具有对
称性, 并沿着直线排列.

此外是一些略微抽象的例子, 不像前面那样可以用直观感觉想象：

 是一个 -线性空间.

所有次数小于  的实系数多项式构成一个 -线性空间.

所有从区间  到实数集  的连续函数构成一个 -线性空间. 这个空间记作 

所有形如  的函数, 其中 , 构成一个 -线性空间.

所有从 -线性空间  到实数集  的线性映射  构成一个 -线性空间.这里, 加法运算定义为 
, 标量乘法定义为 .

最后考虑一些线性映射的例子. 在读之前, 请先自行验证线性映射一定将零向量映射到零向量.

 上的标量乘法可以诱导一族以  中元素为索引的线性映射, 其中 , 特别地, 由于 
, 记  为 , 称之为  上的恒同变换

同时, 标量乘法还可以诱导一族以  中元素索引的  到  的线性映射. 即 . 例如, 设 
, , 则 .

对于  上的线性空间 , , 总是存在一个零映射, 即 .

平面绕其原点的旋转是一个线性映射, 对于逆时针旋转  角的情况, 画一幅图并思考  旋转到
了哪里.

然而平移不是线性映射, 举一个最简单的例子, 定义在  上的 , 它将实数轴向正方向移
动了一个单位长度, 为什么它不是线性变换？

对于所有连续实值函数 , 定义 , 则  将  线性映射到 . 
类似这样的映射通常被我们称作线性泛函, 是泛函分析研究的重要对象（虽然并不是我们现在讨论的
线性代数的重点）.



练习  

 证明对于线性空间  的子空间  和 , 它们的交集也是一个子空间, 并且  是包含  和  
的最小子空间.(这里的"最小"是指对于任意包含  和  的子空间 , ).

 对线性空间中的两个向量 , 如果  不能推出 , 则称向量  共线. 我们已
经知道  上有一个标准的加法和标量乘法结构, 现在  上定义新的运算 , 如果  共线, 定义 

, 若  不共线, 定义 , 并记  仍表示  上标准的标量乘法.  是否构
成  上的线性空间？

 对于那些满足线性空间条件的示例, 请验证公理成立. 对于不满足条件的示例, 请通过给出一个或多个反
例来证明它为什么不满足公理. 此外指出并证明它满足了哪些性质.

 对于将  中的向量  映射为  的线性变换 , 找出它的核和像.

 你能找到所有从  到  的线性映射吗？

 你能找到所有从  到  的线性映射吗？

 证明线性映射  的核不可能为 , 并从另一个角度解释这个结果.

 证明线性映射  像不可能为 , 并从另一个角度解释这个结果.

 证明对于线性空间  的子空间  和 , 如果 , ,  且 , 那么 
 不属于 .

 记 , .  和  相
同吗？  中的加法将  线性映射到 , 找到它的核, 并说明这个核与把  中元素拆分成一
对分别来自  中的向量的不同方法有什么关系.

 

第2章 从  到  —— 矩阵怎么来的  

矩阵 —— 行的视角  

看之前请确保你做完了之前一章的习题（什么？您还没有完成练习题？回去做练习, 请, 做完再来. ）在本章
中, 虽然在  还是随便的什么域  上讨论并不影响我们的结果, 但是我们还是把主要关注点将放在  上. 
然而, 值得注意的是, 将  替换为任意域  对我们的结果并没有太大影响. 为方便起见, 我们将在本文中讨
论  上的情况. 在本章中, 默认情况下, 当我们提到向量空间时, 我们指的是实向量空间, 其中向量加法和标
量乘法是标准的向量加法和标量乘法, 其中标量乘法中的点符号, 比如说  里面的点, 将被省略. 

 首先考虑最简单的例子：当  时. 假设有线性函数 , 对于任意的 , 有  
表示为 , 其中  是一个常数. 用  表示这个映射, 则 . 换句
话说,  是  函数的一个别名. 和  唯一的区别就是记号不同,  直接表明了它是干嘛的. 

现在考虑  上的线性函数, 即 . 回忆上一章的练习, 你会发现这个函数只能是 
. 我们可以把这个映射记作 . 对

于  时, 这个符号与上一段的相兼容. 再次强调, 到目前为止, 这个符号只是映射的一个别名, 我们并没
有赋予它任何额外的含义. 在某种程度上, 如果你学过哪门包含 lambda 表达式的编程语言, 你会发现它差不
多就是个 lambda 表达式

例如,  可以用 Python 表示为：

lambda x, y: 2*x + 3*y
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如果你在 Python 中运行以下代码：

结果将与下面的代码相同：

利用我们刚刚定义的的符号, 可以写出 . 有些人一看, 哦, 这不向量内积
吗, 虽然确实有关系, 但是我不打算在这章讲.

同样地, 来考虑  的情况. 这个映射可以写成 , 
我们断言它每个分量  都是一个实值线性函数. 这意味着  必须具有形式 

. 把  按行排列, 我们得到了一个数表用于表示一
般的线性映射：

所以这就是矩阵. 每一行表示原始空间如何线性映射到新空间的相应分量上. 因此, 元素  表示  的第  
个分量如何影响  的第  个分量. 例如, 如果我们想计算：

左边的矩阵表示一个从  到  的线性映射.（我们没有, 也不打算给它一个具体的名称, 如  ） 右侧的向
量  是  中的一个元素. 计算它需要一步步来. 首先, 第一个分量, 根据我们的定义： 

. 第二个： . 第三个： . 所以结果是 . 

这个过程可以理解为将  中的向量从矩阵的上方输近期, 将相应的项相乘, 并将它们求和并从矩阵左侧输
出.

print(

    (lambda x, y: 2*x + 3*y)(2, 1)

)

# 正式代码别这么写

# 只是为了解释上文含义才会写出这个

def f(x, y):

    return 2*x + 3*y

print(f(2, 1))



矩阵 —— 列的视角  

在上一节中, 我们将注意力集中在将  分割为  个分量, 并分别考虑  到它们的函数, 这是行的视
角. 现在, 换成把  分割为其各个分量, 这次就是列的视角了.

为了研究矩阵的列, 首先观察一列的元素有什么共同点. 对于 , 记 , 并记  为  
的矩阵表示中第  行第  列的分量, 根据上一节的定义：

改写一下这个式子的写法, 按照  的分量整理, 我们可以把它重写成：

我们发现这里每个向量都对应到矩阵的一列, 矩阵中第  列的数值都与向量  的第  个分量有关. 令 
 表示为 ,  表示为 , ……,  表示为 . 显然  中的任意向量  

可以唯一地表示为 . 

回顾前一章的练习, 我们发现从  到  的线性映射  完全由其在  处的取值决定, 这是因为 

. 将这与上述公式进行比较, 我们得到了矩阵的列解释：每一列对应于  

中的一个向量, 而每个  中的向量通过对列进行线性组合而映射到 . 

所以我们可以用另外一种方式考虑矩阵作用, 仍然考虑：

这次我们换个方法计算：

虽然计算的方法变了, 但是结果没变, 因为两种方法本来就是等价的.

集合在矩阵下的像 —— 一些例子  

既然矩阵表示线性映射, 那这个映射的图像长什么样？来看几个例子.

,  就是个正比例函数

, 用  表示  上的恒同映射, 在上一章中我们用  表示它, 在映射下  的像就
是 , 所以除了对角线上全是 , 其它元素都是 . 这个矩阵也被称为  阶单位矩阵, 它一个图形原封不动地
映射到自身.
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,  在空间中的图像是一个平面.（如果你对平
面方程不熟悉, 打开https://www.geogebra.org/3d, 试着输入 z = 3x + 2y来画一个平面）

对 , 选择一个 , 如果你选择困难, 就试试 , 对于若干个点 , 描

出对应的 , 如果你选的  不全为 , 这些点会在一条直线上运动, 这条直线就是矩阵的像.

对于 , 画出它的图像并不容易, 所以不妨考虑单位正方形( )在

映射下的像, 从而了解它如何作用于平面. 由于  是  和  的线性组合, 如果二者不共线, 
结果应该是一个平行四边形.

例如, 考虑 , 可以画出单位正方形在映射下的像如下：

通过观察样例, 你大概可以想象它如何作用于平面.

映射的复合和矩阵乘法  

众所周知, 如果有一个 , , 那么可以写出它的复合映射 , 其将  映射
到 , 其中 , 它们连接的方式像下图这样, 下图一般被称作叫交换
图：

稍微停下来想想为什么  和  都线性的时候它们的复合也是线性的, 我们可以这样证明（纯粹的用定义和
倒腾记号）：

取  为 ,  为 ,  为 , 则一个  的矩阵给出一个  的映射 , 一个  的矩
阵给出一个  的映射 , 所以它们的复合  可以表示为一个  的映射, 这可以表示
为一个  的矩阵. 注意到先作用的矩阵写在后面, 这可能和日常书写方向有一定差别. 所以映射的复合
实际上给出了矩阵乘法. 由于两个映射复合的要求, 左边这个矩阵的列数和右边这个矩阵的行数必须匹配.

一个重要的结果是矩阵乘法满足结合律, 也就是说如果  是  的矩阵,  是  的矩阵,  是  
的矩阵, 则  成立, 因为两边的式子都定义为 , 从下图明显可以看出
上式成立：

https://www.geogebra.org/3d
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到目前为止, 我们还只知道映射复合的性质, 不知道映射复合或称之为矩阵乘法的公式, 所以接下来我们要探
索这个问题. 我个人比较喜欢从列的角度看矩阵, 所以下面的内容是从列的角度来的, 如果你习惯行, 你大可
以从行的角度导出相同的结果.

假设 , 为了计算  的每一列, 即  在  的像, 我们只需要找到  在  下
的像. 假设  矩阵表示中第  行第  列元素为 ,  矩阵表示中第  行第  列的元素为 , 则  在  下的
像为 , 即  矩阵表示的第  列对应的向量. 于是根据矩阵作为线性映射的定义, 
我们有：

所以复合映射的矩阵第  行第  列应该是

对于所有的  列出来, 得到乘积矩阵长这样

回忆这个图：



我们发现  中第  个分量影响  中第  个分量的结果（即乘积矩阵第  行第  列的值）可以视作把所
有通过  的可能路径加了起来. 如果你仍然对什么叫把所有可能路径加起来感到疑惑, 请思考如下问题：
一个醉鬼在大街上漫无目的地游荡, 每一步只能向前或向后走, 且走下一步时有  的可能转向, 如果他某
一步在向前走, 那么他两步后向前走的概率为多少?

其实非常简单：为了让方向和两步之前保持相同, 如果他第一步没转向, 这时他第二次也不应该转向, 则可能
性为 , 如果他第一步转向了, 他第二步应该转回来, 可能性为 , 所
以总的概率时 , 这就是我说的把所有中间可能经过的状态加起来. 类似地, 如果有 

 矩阵表示中的元素分别为 , 且关系如下：

则乘积矩阵中第  行第  列的元素应该为

这同样可以通过“对所有可能的路径求和”来解释

如果从计算的角度上看, 我们也可以用蛮力证明矩阵乘法的结合律.（但是我认为not elegant）我们假设读
者读到这里已经清楚矩阵乘法是如何从映射复合中导出的, 既然结合律成立, 接下来我们将会略去矩阵乘法
间的复合符号, 因为结合顺序不改变结果.



又是符号混用 —— 感觉还行  

如果我们把应该  到  的映射和一个  矩阵做对比, 我们发现它们干的事情是相同的:

一个  矩阵把 , 线性映射到 . 而一个向量通过数乘也能给出  到  的线性映射, 而且
二者结果完全相同.

 上（或者说任何数域）上的乘法可交换, 所以上面两个是相同的, 从作用在  上看,  中向量和  
矩阵作用完全相同.

接下来考虑一个  的矩阵对它们有什么影响, 首先, 根据上一节矩阵乘法的公式：

同时根据矩阵的定义：

通过比较二者, 我们除了符号没有发现任何区别, 所以我们说  中向量和  的矩阵有着典范对应关
系.（什么是典范一会再说）对于每一个 , 都可以找到一个  满足 , 且反之
亦然. 所以我们大胆丢掉原本  中向量的符号, 把它们全部换成矩阵记号并且称一个单列的矩阵为一个列
向量. 所以现在  中的元素也是矩阵,  的映射也是矩阵. 有一句话说到：“人是一切社会关系的
总和“, 这也差不多, 一定程度上我们不关心一个数学对象原本是什么, 我们更关心一个它如何和其它对象产
生关系.

为了解释数学中”典范“一词的含义, 先来考虑行向量和列向量的关系, 有些人一想就觉得二者肯定是一一对应
的, 只需要改个方向写就行. 虽然它们确实可以这么对应起来, 但是通常不认为它是典范的, 这是因为行向量
和列向量做的事完全不一样, 行向量把  映射到 , 但是列向量刚好相反, 所以它们本质上并不相同（有人
又要说了, 列向量不也能通过内积把  映射到  吗, 对于一个 , 内积  把  映射到 , 其中  被
映射到  但是问题在于这个同构依赖于内积, 而一个向量空间并不总是定义了内积, 所以二者还是有本
质区别的）

总的来说, 典范的意思是一个对应关系或者表示方法在一定的语境下足够自然或者标准. 典范的含义是在一
定程度上是最优且唯一的表示方法, 所以, 如果我们用  表示从  的矩阵全体, 则  与  
之间有典范的同构, 但是和  之间则没有.
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线性方程 —— 高斯消元  

一个线性方程(组)是一组如下形式的等式：

最经典且直接的解法是高斯消元, 一层层地消元直到化简到最简单的方程.

首先假设 , 通过从  中减去  可以消去  所在的项, 在这次操作后, 方程会变成：

通过从  中解出 , 我们可以很容易解出 , 所以解一个  元方程的问题变成了解  
元方程的问题, 一层层消下去只需要把  解出即可.

如果 , 但是它的下方有非  的数字, 只需要把这一行和非  开头的行交换即可继续消元.

如果第一列的所有元素都是 , 那么这个等式就和  完全没关系, 所以实际上只剩下了  个未知数.

通过这一套操作下来, 我们可以一步步把问题化简到剩余一个等式, 例如如果我们想解：

首先拿第二列减去  倍的第一列, 拿第三列减去  倍的第一列：

接下来拿第三列减去两倍的第二列：

我们发现  是一个自由变量, 令 , 则

所以原方程的解为
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如果经过消元得到了类似  的式子, 这就导出了矛盾, 这时方程无解.

把线性方程用矩阵语言重写一遍吧  

显然我们可以用矩阵语言重写线性方程：

使用  代表将第  行减去  倍的第  行, 用  表示交换两行. 此外, 由于  会和系数一起
变化, 上面我们做过的操作可以写成（其实还可以回代把上面的一些消掉）：

矩阵的空白处表示 , 所以它们被省略掉了. 虽然我们看起来像是给矩阵加了一列然后把它们一起操作, 但是
实际上这和  的矩阵没有任何关系, 因为实际上我们并不需要一个  到  的映射. 不过它们的操作
方式相同并非巧合, 如果用线性方程来解释, 可以说右边的  必须和左边的系数同时改变, 但是其实有另一个
方法可以用线性映射解释这件事.

以第一步为例, 我们通过  和 , 将  变为 , 其中

所以映射  是一个线性映射. 更重要的是  可逆.（可以通过反向操作把  变回  ）所以从 
 解出  和从  等价. 由于一个矩阵左乘另一个矩阵等价于左乘它的每一列, 所以  应

当和系数矩阵一起变动,  比  更好处理, 所以我们通过一个行变换将  变为了 , 同时将  变为了 .

虽然前文已经用几种方式展示了解线性方程的过程, 但我还是想画个图来展现这个过程. 如果有如下的线性
方程

它可以通过同步操作  和  来解出（  被称作回代, 它把每行第一个非零元素上方的项消
除）：
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与此同时,  是这样变化的

消元之后, 称每行第一个非零元素为一个主元.（或阶梯头）根据消元的规则可知主元下方的数字都是 , 此
时矩阵变为了一个阶梯形（这通常被称为行阶梯形式）, 下面标红的数字是消元后的主元. 如果最后一列
（也就是  所在的这一列）出现了主元, 则左侧为  而右侧非零, 导出了矛盾从而导致无解. 如果主元全部在
左侧（也就是原本的矩阵所属的范围）, 那么这个方程有解. 此时我们可以自由选择非主元列对应的  分量
的值, 主元对应的  分量可以从中一一解出, 所以非主元列对应的变量又称为自由变量.

注意到解一个线性方程是从  中解出  的过程, 如果  则有解, 如果  则无解.
（回忆像的定义）为了检验  是否在像中, 只需要检验最后一起消元之后  所在的列有没有主元. 当有解时, 
如果 , 则有 , 这意味着 , 所
以方程的解集具有结构

这里  代表原方程某个特定的解,  是  的简写

假设一个线性方程有解, 则我们可以通过令所有自由变量为  来解出一个特解, 通过把注意力放到 , 
或称作  上, 我们可以先把  放到一边, 先专注地处理 , 假设  化为行阶梯形式后矩阵有  个主
元, 则有  个自由变量. 如果 , 则没有自由变量, ,  是唯一解, 如果 , 每次令一
个自由变量为 , 其它为 , 可以在  中找到一系列向量 . 根据核是一个线性空间, 这些向量
的线性组合  也在核中, 再结合主元对应的变量可以从自由变量的值解出, 我们断言 

 解在第  个自由变量取值为  时只能为 . 故  中的元素都可以被
唯一表示为  的形式, 再加上特解可得  的解都具有形式 

, 这被称为线性方程的通解.



(  代表一个任意的数,  意味着下面的数都是 . 我们没有给  对应的数指定一个具体的符号, 因为我们不
关心它们具体的取值, 只关心这个矩阵长什么样, 标红的表示主元, 是非  的数 )

注意到  成立, 所以对于 , 有  成立, 此时一定存在自由变量. 既然核不为 , 
 有多解, 映射不为单射. 反过来, 如果从  到  存在单射, 则 . 直观的感觉是从高维空

间到低维空间总是要丢失信息（虽然我们并没有定义维数）

同时, 注意到  成立, 所以对于 , 有  成立. 由于前  行有主元, 剩下的行为 , 此时
可以找到某个  使得它在第  行后面还有非零元素, 这导致它不在  的像空间中, 所以可以找到 

 使  不在  的像空间中. 换言之, 对于 ,  不为 , 从而  不为满射. 这个结果
也可以反过来叙述：如果有  到  的满射, 则 . 这个结果也可以直观地看成低维空间不能完全
表达高维空间.

逆矩阵  

首先回忆什么是逆. 如果  给出了  之间的双射, 则它将  和  一一对应起来, 所以 
, ,  且 .第一个是  上的恒同映射, 第二个是  上的恒

同映射.

一个线性映射  可逆显然和它是双射等价, 这要求它既单又满. 所以化为行阶梯形式后  
且 , 这推出 . 所以  的行数和列数相同. 此处  排除了自由变量以让它单,  
排除了不在像空间中的向量以让它满. 每行都是主元行, 每列都是主元列, 正向消元后得到的行阶梯形式具有
形状：

通过回代, 对角线上方的元素也被消除了, 只剩下一个对角矩阵. 最后将每一行都除以主元把主元变为  从而
得到了  阶单位矩阵. 此外如果我们把  和  一起操作, 这几步操作把  变为了 , 所
以  可以直接从最终结果得出, 全过程是这样的：

从映射的角度看来, 可以画如下的图：
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 是正向消除, 将  变为 , 并将  变为 , 则  是上三角的矩阵.（意思是第  个元素以上的元素都
是  ）  把  变为 , 将  变为 , 其中  是对角矩阵, 其逆可以直接计算出来, 所以为了计算 , 
可以通过  得到. 虽然上面的例子中我们谈论的是通过  的映射  解出映射 , 
但是实际上把  换为  不影响结果, 我们仍然可以通过  解出 . 在操作中, 只需要改
变拼到右边的矩阵形状就可以, 例如, 对于

可以通过如下步骤解 

（本例中, 所有的主元都为 , 所以  就是 , 最后的缩放可以省去）

为了找到一个矩阵的逆矩阵, 只需要让 , 即可解出 

LU分解  

在前一节, 我们对可逆矩阵找到了一个方法来得到 . 但是实际上前面的向下消元和回代并不依
赖于  可逆, 这个限制只是为了在前一节中让  是一个仅对角线不为 , 其它全为  的方阵. 对于通常的 

, 它可以被消元到行阶梯形式：

af://n254


如果没有经过行交换且又  个主元, 通常而言进行了  次消元（每个主元一次）, 所以  可以被写为 
, 这里  表示对第  个主元下方进行的消元. 举  为例子, 此时对于每个 , 

第  行都减去了  倍的第一行（也就是  的第  个分量影响了变换后  的第  个分量）, 所以第  
个  的分量应该是 , 对角线元素应为 , 而其它元素都为 . 同样地, 对 , 只有第  个对角元
素下方的元素会和单位矩阵有差别, 则

为了算 , 我们需要先算 , 然后算 , ......, 最后算出 , 但是, 问题来了

而且当我们越往下算, 底下多项式的项越来越多, 呈现指数级增长, 到最后第  行第  项会变成

再这么算下去对研究问题也不会有什么用（这甚至会让我们感觉为什么为什么想不开要合并它们, 分开来写
多好）

但是事实上计算  比计算  容易, 这点我等会说明. 为了计算 , 首先注意到

所以  的逆为 , 

对于一系列可逆矩阵的乘积, 要小心计算逆矩阵时是反过来乘的, 也就是说对可逆的  和 , 
 是对的, 但是  在大部分情况下是错的, 通过跟着下图的箭头走, 你会发现这

个结果是合理的.



接下来, 来计算 , 例如对 , 我们有（读者应该自己验证）：

类似地,  和  仅在第  行第  列的元素下方的元素有差异.

神奇的是, 如果把  乘起来, 我们得到了一个非常简单的结果（读者也应该自己验证）：

这里对角线下方的所有元素都是 , 而对角线上方的元素都是 , 且对角线上都为 . 假设没有行交换, 左边
是严格的下三角矩阵并且忠实地表示了我们对矩阵进行行变换的过程, 而右边的  是严格上三角的, 用 

 表示一个下(lower)三角矩阵, 用  表示一个上(upper)三角矩阵, 则  称为矩阵  
的  分解. 为了更清楚地看懂什么是LU分解, 看看下面这个例子（它在前面出现过）这次我们把 

 也写在矩阵左边, 每次把操作分离出来的变换矩阵乘到左边, 这样我们的操作变成了等
式.



原本的矩阵变为了一个下三角矩阵和一个上三角矩阵的乘积. 这里有  个主元但是我们只进行了  次行变
换, 这并不奇怪, 因为最后一个主元已经在最后一行了, 下方没有元素, 所以不需要用它消元即 , 这
一步被省略了.

这时有人又要问了, 那万一真要交换行呢？LU分解还能行吗？

答案是否定的. 之前我们通过假设没有行交换来保证消除对应的矩阵是下三角矩阵, 它们的复合也是下三角
的.（为什么？）但是交换矩阵并不是下三角的. 假设有一个矩阵 , 它作用在  上, 交换第二和第三个分
量, 所以

显然它不是下三角矩阵, 所以当我们要用行交换时将会发生：

右边确实是上三角的, 但是左边出问题

显然  不是下三角的, 这表明LU分解失效了

所以此时的解决办法是PLU分解, 它将一个矩阵分解为一个置换矩阵、一个下三角矩阵和一个上三角矩阵. 
 上的一个置换矩阵是一个方阵, 其每行每列只有一个元素是 , 其它元素都是 . 容易验证这样一个矩阵

作用在  上只改变各分量的排列顺序, 当作用在  的右端时它作用在输入端, 所以造成的影响是交换第二
和第三列. 为了让它保持下三角的形状, 同时交换  矩阵的第  行, 也就是  .
（注意  ）在这之后  变回了下三角, 而  跑到了左边, 仍然用一个例子来演示：

第一步中, 我们正常地用第一行对下方消元( )

第二步中, 行交换打破了下三角的形状( )

第三步中, 对下三角矩阵的行交换让它恢复了形状



第四步中, 我们正常地用第二行对第四行消元( )

第五步中, 行交换再一次打破了下三角的形状( )

第六步中, 通过对下三角矩阵的另一个行交换, 我们得到了PLU分解结果

令

则这个过程可以写成

又或者有的人希望看图：

通过同时交换行和列, , , ,  和它们的逆都是下三角的, 
 被扔到了左边,  变成了 , 所以最终有 ,  和 , 所以

LU分解本身有一定缺陷但是PLU分解就没这个问题. 实际上, 所有的数值计算程序都会有更多关于行调整的
规则以保证算法的稳定性, 如果你感兴趣可以自己在网上搜. 别的地方和这里记号可能不同, 但是干的事情是
一样的.

练习  

 设线性映射 ,  且 , 找出  并用矩阵表示

 一个映射  将  投影到 , 用矩阵表示它.

 如果在  上定义内积 , 则  给出了从  到  的线性映射, 将  映射到 
. 用矩阵表示这个映射.
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  上的映射  将每个向量绕着原点旋转 , 用矩阵表示它并计算  的结果, 其中 . 通
过两种方式计算(行和列的视角)并比较结果.

 对于  上的线性变换, 设 ,  和  何时共线？当二者不共线时, 单位正方

形的像是一个平行四边形, 并叙述面积表达式和共线条件有何关系.

 设 , 则  何时有定义？如果 , 计算 ,  并猜测  的结果, 请

使用归纳法证明这一结果.

 设 , 计算 , 它们表现出什么规律？

 通常情况下, 对函数  和 ,  几乎不能成立, 例如, 令 , 则 
, , . 对于线性映射也是一样, 初学者很容易误以为 

 成立. 如果 ,  是两个映射, 什么时候它们能同时满足如下三个条
件：

(1)  有定义;    (2)  有定义    (3)  和  之间的比较有意义（这要求两个矩阵大小相同）

 对于多项式  和  上的线性变换 , 定义  （与多项

式相比,  被替换为了 , 这是因为恒同映射的作用类似  ）证明  和  相乘可以交换顺序(即 
)

 设 , ,计算 ,  和 .

 三个人分别有 ,  和  元, 每一次每个人都把自己的钱分为两半, 给另外两个人一人一半. 如果 
 为他们经过  次之后每个人的钱数, 写出从  到  的矩阵  并且解释  的

含义

 通过两种方式解下面的线性方程：使用和不使用矩阵, 并且比较结果.

 如果 , 求  并解方程 .

 如果 , 找到若干  使  无解.

 当  为何值时下面的矩阵不可逆？可逆和不可逆时分别解 , 主元个数  分别为多少？

 假设  的矩阵表示都是下三角矩阵, 证明  也是下三角矩阵.

 设  交换  中的第  个分量, 通过矩阵运算的公式证明： 



 证明  和  都是置换矩阵, 通过计算证明  也是置换矩阵（提示：分别计算对每个  的结
果）

 设 , 证明 .

 证明公式：

 对于交换矩阵 , 说明为什么它乘在另一个矩阵右侧时表现为列交换, 乘在另一个矩阵左侧时表现为
行交换. 如果有另一个下三角矩阵 ,  并不总是下三角的, 以  上的  和 

 为例, 计算  的结果, 说明为什么它不再是下三角矩阵并解释为什么在引入

PLU分解时这样的情况没有发生

 对如下矩阵做PLU分解并求出它的核.

 

第3章 从  到  —— 基和表示理论  

维数这东西真的那么显然吗？  

接下来我们将会正式地引入维度, 但在此之前, 我们要先证明一些相关结果. 本章中我们仍然在  上工作, 
如无特别解释, 以下的映射和空间都是线性的. 

思考第一个问题：维数是什么？一个点的维数是 , 直线的维数是 , 平面维数是 , 而我们所在的空间维数
是 , 维数描述了空间中有多少个"不同的方向"（这里左右视为一个方向, 上下视为一个方向）. 所以我们自
然期待  的维数是 , 但是对一个一般的空间, 怎么定义维数呢？先看几个例子：
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一条直线  是  的子空间, 我们不能因为每个向量有两个分量就说它是二维的, 所以显然我
们不应该谈论一个向量的维数, 而是一个空间整体的维数. 我们希望这条线的维数是 , 因为它只是平面上的
一条线. 

所有  型的函数形成了一个线性空间, 这时我们不能直接把它看成一个空间中的平面, 因为
它甚至不是任何一个  的子空间. 但我们仍然认为它是二维的（如果你没有这个直觉就暂时这么接受下来
吧）, 这是因为有两个参数决定这个函数. 

所有  的映射（即实数列）形成一个线性空间, 看起来这里有无穷多个"参数"：  都
是互相独立的, 而且它看起来"包含"了  （通过把  中的元素看作第  项之后全部为  的有限数列）.

所有满足  的数列  构成一个线性空间, 这时  完全由  和  决
定, 所以整个数列完全决定于它的前两项, 实际上可以自由变化的量只有两个, 这时我们定义它的维数是 .

当我们说  个参数决定(或称之为编码)了空间中的一个向量时, 我们可以用更加数学化的语言说这个空间可
以用  中的向量编码, 也就是说每个向量在  中有唯一的表示. 更准确地说,  与  之间存在一个双
射. 把维数转到与之存在双射的  完美地反映了检查需要多少个参数的想法, 同时表明这个空间和  很
像, 在某种意义上我们可以像处理  一样处理它.

准备工作和基础性质  

我有必要强调下标可能用来表示不同的映射, 也有可能表示一个映射的不同分量, 这取决于上下文. 虽
然我一直尝试着避免这种情况, 但是我为了少从字母表中引入字母, 我放弃了在整个文章中严格用不同
的符号表示不同的概念. 在上一章中, 我一直用  作为  对应的求和指标, 但是我受够了, 这一章开始
我会用 , 对于我来讲, 这写起来简单多了, 但是我希望不会给读者造成太多困惑.

上一章的想法很好, 但是为了确保维数是"良定义"的, 我们需要解决一些问题.

问题一：  有没有可能既和  又和  同构, 这让它的维数既是  又是 , 从而失败去让它良好定义呢.

事实上这不可能, 假设  和  同构, 那  就和  一一对应. 同时它又和  一一对应, 所
以  就和  一一对应, 即给出  和  的双射, 但是这对  并不可能（此结果在上一
章中已经证明）所以维度至少不至于是糟糕定义的（指一个空间不会有两个维度）.

问题二：一定存在与  同构的  吗？有没有可能  不与任何一个  同构呢？

事实上这是有可能的, 例如实数列  组成的空间就是, 因为它不和任何一个  同构（  有限 
）, 这时我们称它是无穷维的.

所以当一个实向量空间与  同构时, 称它的维数为 , 记作  （没有歧义时下标  被省去, 记
作  ）, 特别地, 称  （这里的  是只包含零向量的平凡空间）, 否则称其维数为无穷, 
即 , 接下来回忆我们上一章的结果：
(1) 如果  到  有单射, 则 
(2) 如果  到  有满射, 则 
这一次我们可以更加正式地用维数来叙述这一定理对有限维空间的情况：

对 , , 有：
(3) 若 , 则  到  映射不单
(4) 若 , 则  到  映射不满
(3)(4) 是结论 (1)(2) 通过向量空间与  和  的同构自然导出的.

为了加入无穷维的情况, 我们还有必要证明两个结果来表明无穷维空间确实比有限维空间更“大”
(5) 如果 , , 则  不单
(6) 如果 , , 则  不满
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这个结论将在下一节证明

向量组, 基底和坐标  

我们知道如果  给出了  的一个同构,  给出了  的同构, 那么任何一个 
 都可以用一个  的映射, 即  矩阵表示, 这个映射是由  诱导

的, 称为  在基  下的表示（基的定义在后面）

对于一个同构 , 显然它的值完全由它在  处的值决定, 设 , 则 

, 从列的角度来看, 这个映射可以被写成：

注意到在此我们拓展了矩阵的记号. 狭义地讲, 矩阵每行每列都是数, 但是这里每一列都是一个向量, 而不一
定是由数字组成的"列向量".

例如, 在函数空间  中, 我们可以合理地写出：

这里的  和  是空间中的向量, 上述的运算仍然遵守矩阵乘法的法则.

既然我们把(广义)矩阵的概念拓展到了研究一组向量, 我们称一个(有序)向量组是一个可以用  编号的
向量列表. 有些教材认为向量组是无序的, 但是为了方便, 我们不妨让它是有序的, 这对有限维空间够用了, 于
是这个向量组就可以正式地写为：

注意到当  就是  时,  刚好就是列向量, 所以这成为了我们熟悉的矩阵, 所以我们把(广义)的矩阵概念

拓展到了任意空间 . 显然一个向量组给出了一个  到  的映射, 把每个  映射到 , 我

们称之为  的一个线性组合, 这个运算过程与矩阵是已知的, 按照我们的习惯, 我们要研究它的核和像以了
解这个映射, "由  张成的空间"指  的所有线性组合, 即  作为映射的像.

首先看到核.

如果核非  （即  不单）, 则根据定义存在一个非零的  满足 , 即某个系数非  的线性

组合结果为 . 此时称  中的向量线性相关, 不妨设其中 , 则 , 从而 

, 即某个向量可以表示为其它向量的线性组合
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相关意味着有向量可以被其它向量的组合表示, 只要我们一个个拿走线性相关相关的向量, 最终它总会
变成一个不相关的向量组 , 所有  中的向量都可以由  的线性组合表示, 从而  
（不改变像）且  （没有多余的向量）, 如果  而  是一个  中的线性无关
向量组, 其中  中共  个向量, 则可以得到 , 这是因为  给出了一个  的单射（线性
无关意味着单射）. 换言之, 我们不可能在  维空间中找出多于  个线性无关的向量

对于一个  的矩阵 , 如果高斯消元将它消元到行阶梯型, 且有  个阶梯头（对应非自由变量）, 
则有  个自由变量, 解集可以用自由变量构成的  编码, 故 

下面讨论像.

如果  是单射, 则每个  都可以被唯一地表示维 , 其中 . 所以  给
出了  和  之间的一一对应, 其逆映射满足 , 这表明  和  同构, 即 

.

如果  是满射, 我们可以通过去除线性相关的向量将它约减到 , 其中  包
含  个线性无关的向量. 这时  与  值域相同, 所以满, 由线性无关, 所以单. 所以  是有限维的且 

. 特别地, 如果  是双射, , 称  是  的一个基, 如前文所说, 
每个  都可以唯一地用  表示, 使得  是  在  下的像, 称  是  在基  下
的坐标.

如果  不满, 我们总可以找到  不能被  线性表示. 对于无限维向量空间, 因为任何
有限向量组对应的映射都不满(why), 我们总可以往其中添加新的线性无关的向量, 从而在其中找到任
意多个线性无关的向量, 从而给定任意  到  的单射, 这表明无限维的向量空间确实比有限维的向
量空间更"大"（听起来像是正确的废话）

对于一个  的矩阵, 如果高斯消元法留下了  个阶梯头行, 则上一章提到的行变换  给出了 
 和剩下前  行的列向量  的一一映射, 所以它经

过行变换后是  维向量空间, 又因为行变换给出了一个一一对应, 所以  是  维的.

线性代数基本定理  

经过这么久, 我们已经研究过了线性方程并定义了什么是向量组, 什么是基底和坐标, 通过这些把有限维向量
空间的问题转化到了  上容易研究的问题. 所以, 线性代数中最重要、最基础也是最精华的定理终于要来
了：

 如果  和  是向量空间,  线性且  维度有限, 记  像的维数为
其"秩", 即 , 则有 .
线性代数基本定理

证明：由  维度有限(why), 它同构于某个 , 根据定义,  作为像的维数就是  的秩,  是到其像的满
射. 所以可以分别取  和  的一个基底, 则经过消元刚好有  个主元, 否则就不是满射了. 前文所述, 记 

 为  的维数, 则 , 证毕.

练习  

 用矩阵语言说明为什么当  时  和  不同构（这个结果上一章证过, 这里作为复习）

 证明  是无穷维空间（回忆一下,  是  上的所有连续实函数组成的集合）

 你能叙述 -维数的定义吗？如果 , 把它看成 -线性空间, 它的维数是多少？把它看成 -线性
空间呢？更进一步地,  有限吗？为什么？（  是有理数域）

 证明线性空间  和  之间唯一的映射是  映射, 并说明  满,  单. 如果  
是满射, 则  是什么？

 证明一个包含  的向量组按照定义是线性相关的.
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 如果  个向量  中线性相关但是其中任意  个线性无关, 证明任意一个向量都可
以用其它向量的线性组合来表示. 更加具体地, 对如下的  个向量：

证明其中的任意  个线性无关, 但是这  个向量线性相关, 把每个向量用其它向量的线性组合表示.

 我们知道通过移除线性相关的向量, 可以把一个包含  个向量的向量组  变为一个包含  个向量的向
量组 . 我们可以优先移除前面的向量, 也可以优先移除后面的向量, 也可以按照任何你喜欢的顺序, 这可能
导致留下来的向量不同, 假设一种方式留下了  个向量, 另一种方式留下了  个向量, 证明 . 记 

, 证明可以被  线性表示的  个向量  线性相关.

 如果 . 通过高斯消元为  找到一个基.

 如果 , 在不用消元法的前提下证明  是单射.

 如果 , 证明  是双射, 所以给出了  的一个基, 写出向量  在基  下的坐标

 如果 ,  是单射吗?  是满射吗? 如果  不是满射, 向  ​ 中添加更多向量让它变为满

射, 如果你希望让它保持单射, 你最多可以添加多少个向量？从  到  —— 内积和正交化

 

第4章 从  到  —— 内积和正交化  

本章中我将会始终讨论  上的向量空间, 而非像之前的章节那样总可以自然地拓展到任何一个域  
上. 在某些教科书中, 在复空间上定义内积是合理的, 它从某些意义上比实数内积更复杂. 但是简洁起
见, 我们只讨论实向量空间. 字母  和  可能被用来指代向量或者基底, 这取决于上下文.

什么是内积？  

如果  是一个实向量空间, 那么一个内积以两个向量作为参数并且得到一个实数, 它反映了两个向量之间的
相似或者说同方向性, 我们高中学过的点乘就是一个重要例子. 所以内积从形式上是 

. 在高中, 点乘通常被定义为 , 其中  是两个向
量之间的夹角. 如果内积是正的, 这意味着两个向量处在相似的方向（成锐角）, 如果内积是负的, 这意味着
两个向量处在相反的方向（成钝角）, 如果内积是 , 它们两个向量就是正交的（成直角）. 为了用这种方式
定义内积, 我们需要两个函数. 第一个是模（或称之为模长、长度、甚至是绝对值） . 第二
个是向量间夹角 . 这种方法在欧氏空间中走得通, 但是来到一般的实向量空间时就开
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始效果堪忧了, 因为这个空间不一定自然拥有模和夹角. 此外这么定义会让一些性质的证明变得困难, 比如
说： . 这就是为什么我们需要重新定义一个内积以让我们处理问题更加
方便.

重新定义一个概念并不是一件容易的事情, 我们需要确保它和之前的概念兼容. 之前的路线问题出在：一个
一般的空间上并不天然拥有有一个度量模长和角度的函数, 而我们最终的解决方案是先定义内积, 然后反过
来定义模和角度.

就像我们之前定义向量空间的方法一样, 我们先通过几条规则来定义什么可以称之为内积. 内积是一个 
 的函数, 对任意的  和  满足：

1.  （对称性）

2.  （对第一个参数线性）

注：前两条规则可以推导出 
, 

所以事实上它也对第二个变量线性, 这个性质被称为双线性

3. 对于  （正定性）

注：  可以推出 

为了和公式  兼容, 我们需要重新定义模长为 

, 并且重新定义角度为 . 如果 , 称  和  正交（垂

直）, 记作 . 这个定义和某些读者的直觉可能不太相符, 但是众所周知度量角的大小是为了描述一个
物体相对另一个物体的定向, 这与内积的目的基本相同. 此外, 在计算中, 计算内积通常比计算角度更加容易. 
几何的基本对象是长度和角度, 而二者都可以由内积导出, 所以一个向量空间的"几何"完全由其上定义的内
积决定. 这里最重要的一点是：内积取代了长度和角度这些, 成为了最基本的概念.

转置和  中的标准内积  

对于两个向量 , 读者可能已经在高中课上学过它们的点积是 . 在我们已

经重定义了内积的前提下, 为了确认点积确实是一种内积, 我们需要验证它满足内积的三个条件. 这留给读
者, 作为练习. 点积也被称作  上的标准内积, 但是我们只在讨论  时使用"标准内积"这个说法, 这是因
为  有一组标准的基底 , 但是大部分的线性空间并没有.

为了把这个过程看的更清楚, 不妨引入转置的概念. 一个矩阵的转置就是把它的列重新写成行,  的转置被记
作 , 例如：

所以一个行向量的转置是一个列向量, 而一个列向量的转置是一个行向量. 在引入转置的记号后,  上的标
准内积可以被写成 , 也就是说：
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注：转置的重要性质是 , 最后一节中将会用到这个性质. 这可以通过把每一项展开
证明：设  分别为  的第  项,  的  项,  的第  项, 则 

, 在  中, . 对每
个元素都有 , 这推出 

非标准内积和正定矩阵  

既然我们把熟悉的内积叫做"标准"内积, 你可能在想, 有什么"非标准"的内积吗？事实上, 在内积的新定义下, 
有无穷多个内积, 而标准内积只是其中之一. 例如, 考虑 , 我们就得到了一个"非标准"的内积. 
现在摆在我们面前的有三个问题：

1. 我们真的需要这些"非标准"的内积吗？

2. 我们可以找到所有的内积吗？

3. 这些内积有什么共同点？

以下是我对这些问题的答案

1. 有如下几个原因：

(1) 加权内积：加权内积会为向量的不同分量加上不同的权重, 通常用在数值分析或有限元分析中用于
模拟具有不同性质的物理现象. 当某些分量比较重要, 而另一个不那么重要的时候, 通常使用"加权"的内
积, 给每个变量分配一个权重, 例如, 在  上定义的  给第一个分量权
重 , 给第二个分量权重 

(2) 内积中的交叉项：基向量并不总是垂直的, 这时可能出现交叉项. 例如, 假设我们在讨论空间 
, 映射  是一个同构, 

并且给出了  的一个基, 其中基向量 , , 所以 
 在基  下的坐标为 . 坐标为  的向量和坐标为  的向量的

内积是 .  表明基向量
的长度不是  (实际上长度是 ), 而  和  这样的交叉项表明基向量并非垂直（实际上角度
为  ）

2. 为了研究  上双线性函数的性质, 我们只需要知道它如何作用于基向量就可以了. 先说 ,  
有一组向量  作为基底, 所以

记 , 则一个内积可以写成

在展开式子的过程中, 第二条性质（双线性）自动满足了, 所以我们需要验证其它的两条性质. 第一条
性质是对称性, 这要求
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所以对任意的 , 有  成立

而最后一条性质：正定性, 这要求非零向量和自身的内积是正的, 也就是说对  ：

而内积也可以用矩阵语言来表示

其中

为了看得更清楚,  可以被视作接受两个向量输入并且给出一个数字作为输出（如下的公式块只是为
了便于理解, 并非正式数学语言）

全部

这个矩阵必须对称 ( , 这是因为  ), 此外对  有 . 满足这一条件的
矩阵被称作正定矩阵. 需要注意的是  是关于  的齐次二次函数.（不要和线性函数混
淆）更多关于正定的内容将会在第6章中呈现, 在此我们只需要对它在  处取得极小值有印象就可以了. 
所以  上的内积和正定矩阵一一对应, 矩阵  通常被称作度量矩阵.（或度规）特别地, 令 , 
即  单位矩阵, 则它很显然对称, 且 , 仅
在  处取到  值, 这恰好就是标准内积. 对于一般的空间, 只需把这里的基底换成对应的基底即可.

3. 定义内积的时候, 我们只依赖于三条性质：对称性、双线性和正定性, 所以在证明相关性质时我们只有, 
实际上也只需要它们. （性质直接从三条规则导出, 不依赖于  ）在高中时我们已经学过了关于向量, 
特别是关于内积和长度的很多结果：比如柯西不等式告诉我们 , 此外还有余弦定理, 三
角不等式, 又或许你学过一个向量在另一个向量的投影. 下文将会证明这些结果可以直接拓展到任意的
内积空间.

(1) 柯西不等式

你是否想过, 在没有验证  的情况下, 前文为什么能能够贸然取  呢？接下来我
将会使用一点点技巧来证明它确实是对的.

考虑如下函数

由于夹角只对非零向量定义, 这里有 , 所以它是二次函数. 正定推出 , 当且仅当 
 时取等号. 由于这个函数最多有一个实零点, 其 

, 仅在  对某个  成立时取等号, 
 等号成立当且仅当  和  共线

(2) 余弦定理



用我们更为熟悉的语言, 如果在三角形  中, , 则

特别地, 当  时,  这一项变为了 , 得到了勾股定理

(3) 三角不等式

(4) 一个向量在其它向量上的投影

对 , 向量  在  上的投影为 . 这是因为

 是投影长度, 而  是单位方向向量, 为了方便, 记  在  上的投影为 .

等距同态和施密特正交化  

现在我要讲讲我们的标题了, "从  到 " 也可以指一种映射. 众所周知一个线性映射保持了加法和标
量乘法, 而现在应该内积空间在向量空间的基础上多了一个内积, 这意味着  可以看成一个  元组

向量加法 标量乘法 内积

 是一个特例, 以其上的点积作为内积：

向量加法 标量乘法 点积

如果一个映射保持了"结构", 除了要是线性的, 他还应该保持内积. 这样的一个映射被称作等距同态, 这是
由"等距"和"同态"构成的复合词, 反映了它不仅是线性映射(同态), 还保持度量.

初等线性代数和表示论的一个主要目标就是把(有限维)抽象空间中的向量用它们在某个基底下的坐标来坐
标, 即  中的向量表示, 并且通过更为具体的矩阵来研究抽象的映射. 对于一个有限维向量空间  的一个
基底 ,  上的度量自然诱导出一个  上的度量 (  由  决定 ). 既然  上
有一个标准内积, 一个好想法是找到一个基底, 使空间的度量诱导出的是  上的标准内积. 换言之, 对 

, , 对 , . 所以 , 这表明 , 而对 , , 这表
明 . 这样的一个基  被称为一个标准正交基（或归一正交基）被称作"标
准"是因为它诱导出的  上的内积是标准内积.

回想我们先前如何获得有限维向量空间的一个基底：先找到一组足以"表达"整个空间的向量, 然后逐渐去除
线性相关的直到获得一组线性无关的向量. 为了从一个基底得到一个正交基, 我们要做的大体上差不多. 不过
这次我们要去除的不是多余的向量, 而是向量中不垂直的多余的"部分". 如下的过程称作施密特正交化：

从  的一个基底  开始

1. 令 

令 , 则 

令 , 则  且 .

......

令 , 则  对  成立
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2. 最终把每个向量除以它的模, 以让它们模长为 , 即归一化

   是  的一个归一正交基

在 python 代码中, 这个过程写作（设  均为  的向量）

你是否认为这个操作看起来很熟悉？在第2章中高斯消元引出了矩阵的LU(或者PLU)分解. 因为我们在高斯
消元中做行操作, 我们从左侧分离出了一个下三角矩阵, 它编码了我们操作矩阵的过程. 而在正交化过程中, 
我们在对向量操作, 这些向量作为矩阵的列, 应该从右侧分离出一个记录了我们如何操作向量组的矩阵.

同样地, 首先把这个过程改写成矩阵形式（这些向量作为列, 但本身不必是列向量）用  表示向量之间的相
减,  表示除以模长的过程:

对于每个 , 在  中,  被减去每个满足  的  的倍数, 记这个系数为 , 

则这些列操作可以为

现在来关注 :

对  ( 右侧的矢量只有  个非零的数字 )

# numpy 提供了方便的数组运算

import numpy as np

# ndarray 在 numpy 中是 n 维数组类型

def Gram_Schmidt(a: list[np.ndarray]) -> list[np.ndarray]:

    # 获得向量数量

    n: int = len(a)

    # 从 alpha_1 开始

    b: list[np.ndarray] = [a[0]]

    for j: int in range(1, n):

        v: np.ndarray = a[j]

        for i: int in range(i):

            bi_dot_aj: float = b[i].dot(a[j])

            bi_dot_bi: float = b[i].dot(b[i])

            v -= bi_dot_aj / bi_dot_bi * b[i]

        # 设置 b[j] 为 v

        b.append(v)

    # np.linalg.norm 计算 |beta_i|

    return [bi / np.linalg.norm(bi) for bi in b]



对于  ( 右侧的矢量只有  个非零的数字 )

对于第  列, (  上方的数为 , 下方的数字全都是  )

把它们写到一起, 就得到了  的表达式

 实际上就是把这些列操作合并到一起

但是你会发现合并这些项很困难, 原因和第2章的一样, 解决方案也和第二章的一样：找  的逆, 它会更直接
告诉我们关于正交化的信息：

容易验证（读者应当自己验证）

其中对角线都是 , 在第  列主对角线上方第  行的元素为 , 其它所有元素都是 . 把它们乘到一起得到了



这并没有结束,  把  中的每个向量除以它的模长让它们归一化, 所以

而  的表达式

在这么做的过程中  被分解为一个归一正交基和一个上三角矩阵, 对于  且使用标准内积
的情况, 这把一个矩阵分解为两个 . 其中  中的向量是归一正交的, 每列模长都是 , 且每两个不
同的列都垂直, 这样的矩阵被称为正交阵.（ 这与  等价）  是一个上三角矩阵, 其中的系数表
示出我们是如何操作向量组让它正交的.

例如,  是  的一个基, 但并非归一正交, 让我们用施密特正交化方法把它正交化:

1. 

, , 

, , 

2. 



基底  归一正交, 相应的分解出的上三角矩阵  为

一般空间上内积的例子  

1. 区间  上的连续函数构成向量空间, 微积分告诉我们这样的函数总是可积的, 可以定义两个函数的
内积为

注意到积分可以视作指标  在连续集合内取值时的求和, 此外我们也可以乘以一个连续函数  作
为权重以得到  上的加权内积

这样定义的内积对泛函分析和信号处理等很有用

2. 在概率论中, 两个随机变量的内积被定义为乘积的期望值, . 即使你不知道这是什么
意思, 它为什么成立也没关系, 你只需要知道线性代数对概率论也很重要

3. 为了比较两幅图片或者两个离散信号的相似度, 可以把它们视作向量. 内积可以反映它们有多相似.

关于李群的简介 *  

初学者如果不熟悉群可以跳过这一节

一个群是带有一个二元运算的集合 

1. 运算满足结合律

2. 存在单位元

3. 所有元素都存在逆

设  是正交阵, 则每一列模长都是  而不同列正交, 所以 , 即 . 在变换后
两个向量的内积是

这表明内积在正交阵作用下保持不变, 所以长度和角度也保持不变. 注意到  的模是 , 而  和  的点积
是 , 所以一个保持内积的矩阵的列模长总是  并且互相垂直. 如果  都是正交矩阵, 那么 

, 所以  也保持内积不变, 是正交阵, 故正交阵组成的集合在
矩阵乘法下封闭,  矩阵全体被称为  上的正交群, 记作 , 或者 . 因为元素可以连续取值, 
所以这又被称作一个李群.
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练习  

 对  个向量 , , , . 计算两两之间的点积, 哪些向量对

是互相垂直的？

 先检验 ,  是  的一个基, 然后计算这个基下的度量矩阵, 设在

这个基下,  坐标为 ,  坐标为 , 计算  和  的模和夹角.

 设一个二维的向量空间在某基底  下有度量矩阵 . 两个基向量的模长是多少？  和  

点的距离是多少？根据边长, 计算三角形  的面积（面积可以用长度和角度计算, 所以面积也由内积决
定）

 证明  和  垂直, 对多项式定义如下内积： . 如果  

是常值函数, , 计算 

 (这一问需要一些计算能力) 假设对小于  次的多项式(即  形式的多项式)定义如下内积：

显然  是一个基, 计算这个基下的度量矩阵并且用施密特正交化方法为这个空间
找到一个归一正交基.

 注意到  把一个向量组  写成一个归一正交向量组  的线性组合, 其中  作用在右侧作为过渡
矩阵. 为这个基变换过程画一个交换图. 如果某向量原来的坐标是 , 它在归一正交基下的坐标是什么？

 

第5章 从  到  —— 特征值和行列式  

许多教科书引入行列式的方式莫名其妙

线性变换会在哪里出现  

先回顾什么是线性变换：我们称一个把线性空间映射到自身的线性映射称为线性变换, 即一个  上的线性
变换是一个映射 

线性变换作用在一个空间上, 当我们需要输入一个向量并且输出同一个空间内的向量时线性变换就出现了. 
比如, 当一个光子碰到一面镜子并且反射的时候, 镜子接受了它的动量并且给了它一个新的动量作为输出, 所
以镜子可以看作给出了动量所处空间的线性变换. 对于一个线性递推数列  ( 递推公式为 

 ). 去除其前  项并且把每一个  向前移动到  并
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不改变它的递推公式. 注意到所有满足递推公式的数列组成一个线性空间, 且去除前  项的操作是线性的 
（去除两个数列的和数列 的前几项等价于两个去除了前几项的数列的和）所以去除前  项的操作是线性的
并且把数列映射到数列. 这是一个满足递推公式的数列空间上的线性变换. 设去除前  项的操作为 . 则容
易验证 . 此外, 行变换和列变换作用在矩阵空间上, 我们可以使用它们消元或者完成正
交化.

到处都有线性变换, 它们通常会乘在一起或者和自身相乘（这意味着取一个线性变换的幂）

没有哪个基更加特殊 —— 为什么我们需要不变量  

在从第三章开始的针对一般的（特别是有限维）线性空间的讨论中, 我们通过把抽象线性空间中的向量"翻
译"为它们在某个基底下得到的  中的坐标. 这让我们感到更加亲切, 也更容易处理. 我们已经讨论过如何
在两个基底之间转换, 也学会了如何在给定的内积下从任何一个基底得到一个正交基. 然而, 这一切都建立在
一个前提下：你不会为了如何选择基底而感到困难. 然而, 如果空间中并没有什么条件可以告诉你你该怎么
选取基底导致你产生选择困难, 你解决问题就会困难起来. 这并不完全是一个笑话, 数学家们总是想要做
出"好"的选择并且最终加入了选择公理告诉我们存在这样一个选择函数, 它总是可以从一个非空集合中选择
一个元素. (这并非本文的话题, 如果你感兴趣你可以自行搜索以了解更多)

通常有很多种方式为一个向量空间选择基底并且研究映射的性质. 但是随着基向量的变化, 许多性质, 例如某
个向量的坐标也会随之变化. 而那些不随基底变化的性质就被称作不变量. 找到和基底选取无关的性质通常
很重要, 因为这样的性质反映了映射的本质属性. 换句话说, 当 Alice 和 Bob 从不同角度看一个空间时, 他们
能得到什么共同结论?

在继续讨论这个话题之前, 我们需要回忆一些我们学过的关于(有限维)线性空间或者其上的线性映射的不变
量：

1. 线性相关性：一个向量组是否线性相关与基底选取无关

2. 维数：一个空间的维数不会随着基底的选取而变化, 所以基底可能不同, 但是基向量的数量一定相同, 
这就是空间的维数

3. 秩：秩反映了一个线性映射的像的维数. 对于一个  到其它空间的映射, 这个映射作为一个向量组, 
即使向量组本身可能线性相关, 但是它的秩告诉我们一个向量组中有多少个"有用"的向量

4. 零化度：此前我没提过这个概念, 一个映射  的零化度就是 . 它通过测量核的大小表明
有"多少"向量会被映射到 . 对于一个从  到某个空间的映射, 即一个向量组, 这告诉我们有多少
种"不同"的方式让它的线性组合为  (如果  是一个向量组, 其中  且 , 
这时我们不认为  是一个"不同的"线性组合因为它可以看作前面两种组合的线性组合）, 由
于 . 向量组的零化度可以视作其中"无用"的向量的数量. 所以线性代数基本定理
又被称为 秩-零化度定理. 对于  的情况, 秩和零化度分别对应阶梯头和自由变量的数量.

可以证明对于 , 其中 , , 秩 , 与维数 ,  可以生成所有关于这个
线性映射的所有不变量. 这可以通过把所有矩阵都归约到一个标准型来实现. 此处"生成"的意思是所有的其
它不变量都可以根据它们来计算. 例如, 零化度可以通过  计算. 证明这一点并不难但不
是我们现在要讨论的话题. 一定程度上, 这是因为你可以自由地选择  和  的基, 然而, 当我们为线性映射
加上其它条件时, 可能会出现新的不变量. 在接下来的内容中, 我们把线性映射限制在一个空间上, 变成 

 并且谈论这是如何带来新性质的.
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体积的变化 —— 一步步构建起行列式  

第一步 —— 找到线性映射的额外不变量  

先自己思考一下  

为了找到线性映射有什么额外的性质, 首先考虑一些简单的例子. 比如, 首先考虑 . 但是你要假设你忘掉
了它原本的坐标系统, 认为你的基向量是随便选取的, 它不够自然. 第一个例子是 , 此时所有的线性
变换都是一个缩放, 只由一个数字  决定, 即 . 在这里讨论线性无关都没有意义. 所以接下来
让我们直接继续考虑 . 下图和第二章初见矩阵的图是相同的图. 看看图并想想, 即使我们随便选择一个基, 
我们可以知道什么关于它的性质.

几何量  

首先, 我们不可能讨论长度、角度或者面积的确定大小, 因为通常来讲这个空间不一定定义了度量, 不同的度
量会给出不同的结果. 所以这些结果实际上是度量而非空间本身的性质. 然而我们可以讨论向量关于原来向
量的变化. 在一般的空间中, 只有当两个向量线性的时候我们才能拿它们作比较. 所以如果我们要这么干我们
就需要找到一些向量  使得  和  共线, 换言之, . 这样的值  被称作特征值, 对应的向量被
称作特征向量. 我们会在之后详细讨论这些内容.

关于空间中的面积  

虽然我们不能讨论向量的长度, 在一个  维空间中, 我们总是可以讨论"面积"的变化. 你可能在想, 我们都没
有度量, 哪来的面积呢？好消息是, 可以证明面积变化的比例与度量的选取无关, 这可以通过用正方形近似并
且证明所有的正方形缩放方式相同来证明. 如果你对此感到困惑, 请移步 3blue1brown 的视频再回到本文, 
视频链接：

https://www.bilibili.com/video/BV1ys411472E?p=7

第二步 —— 定义二维空间的有向面积  

预备知识  

什么是定向？这并不难理解. 简而言之, 定向就是字母 ' ' 和 ' ' 之间的差异. 或者它是你左手和右手之间的
差异. 如果你在一张有弹性的纸上写字母 ' ', 无论如何旋转或拉伸纸张, 都无法将其变成字母 ' '. 尽管你可
以翻转纸张, 将 ' ' 变成 ' ', 但这个动作不在原始的纸面二维空间内, 所以可以改变定向. 就手的例子来说, 无
论你如何旋转或移动左手, 它都不会变得和右手一样. 在化学中, 这种现象通常被称为手性. 如果存在一个  
维空间, 理论上,  维空间中的生物可以将你“翻转”回到我们的  维空间. 但在我们的空间中, 这是不可能的. 

可以为任何  维空间定义一个"定向". 注意到通过翻转垂直轴, 字母' '变成了具有不同定向的字母' ', 但接
下来通过翻转水平轴, 它又变成了字母' ', 可以旋转  与' '重叠. 因此, 如果我们翻转偶数个轴, 定向保持
不变, 而当我们翻转奇数个轴时, 定向会改变. 这看起来和  很像, 当  是偶数时得到结果 , 当  是奇
数时得到结果  . 
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然后让我们谈谈轴的交换. 如果我们绕着直线  翻转, 这会交换水平和垂直的坐标轴, 字母' '会变成顺
时针旋转了  的字母' ', 它与' '有不同的定向. 另一次翻转或轴的改变会将其定向还原. 因此, 似乎只有两
种定向, 就像我们有两只不同的手一样. 如果一个物体的定向改变了偶数次, 那么与原始定向相比, 它是正定
向的  . 如果一个物体的定向改变了奇数次, 那么与原始定向相比, 它是负定向的  . 

我们经常使用的坐标系是右手坐标系, 因此通常认为左手坐标系为负定向. 

为什么要有向面积  

虽然这一小节我们在讨论 , 之后我们将讨论的会是一个一般的二维线性空间

假设  中有一个平行四边形, 其顶点为

这是向量  和  根据平行四边形法则确定的平行四边形, 请自己画个图并且计算它的
面积.  在  的左侧或者右侧会引出不同的结果, 前者的面积为 , 而后者的为 

. 这个公式可以总结为 . 此外我们还需要排除  与  共线的情况, 这让它不
可能成为平行四边形.

定义有向面积的主要原因之一是, 它允许负面积作为负定向出现且允许  作为共线出现. 其中通过符号来确
定定向只是一个副产物, 不过这也许也有其作用. 例如, 如果我们只是测量 ' ' 和 '  上点间的距离, 我们会发
现它们全等, 所以不能区分出它们. 然而通过计算给定两条轴之间的有向面积, 我们可以将二者分开. 有向面
积其实就是面积加上了一个符号来表示定向, 它使用  代替了  并且告诉我们更多关于平
行四边形的信息. 唯一的缺陷是, 我们不能自由地交换  和 , 因为这会改变定向. 虽然有向面积有一些缺
陷, 但瑕不掩瑜, 它仍然是一个好东西. 我们将会像之前定义其它概念一样, 用几条规则来定义有向面积, 解释
这些规则的合理性并且得到相关性质.

有向面积遵循的规则和基础性质  

这几段定义了有向面积并且给出了一些解释

为了正式定义有向面积（或称作有符号面积）, 我们将会从最简单的对象：平行四边形开始. 这里的平行四
边形指的并非我们平常的平行四边形, 而是一个向量组  中的  和  由平行四边形定则确定的四边形. 
有向面积应该满足如下的性质：

有向面积以向量组  作为输入, 其输出满足：

1. 把平行四边形的一条边缩放一个因子  且不改变其它边会让最终的面积变为原来的  倍, 即

注：当  为负数时, 平行四边形的定向会发生改变, 所以有向面积会变号, 考虑定向有助于去掉绝对值, 
用一种更加线性的方法来考虑问题

2. 如果一个平行四边形可以通过适当的切割和平移得到其它的四边形, 那么这两个四边形的面积应该是
相同的, 然而我们不认为交换两个向量得到的平行四边形是相同的四边形.

如下的图展示了上面的两条规则,  是  的有向面积：
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这一段讨论了有向面积在列加减中不变

右上角的图告诉我们对常数 , 当把  改为  时, 平行四边形改变的方式可以视作把一部
分切下来然后平移到另一边得到平行四边形 . 所以 . 同样地, 可
以证明把  的某个倍数加到  上时结果也成立.

接下来的段落承接上一段, 证明两个共线向量的有向面积为 . 特别地, 这对一个向量和它自身成立.

设  和  共线, 例如 , 则

所以对于两个共线向量, 可以推出面积为 . 这和我们的直觉一致, 它的核不为 , 把线性空间压缩到了一条
线.

以下段落通过选取适当基底证明了有向面积的多线性

在第一个性质的注中, 我提到了这让有向面积变得线性. 所以我们会期望 
. 证明分为两部分, 如果  和  都与  线性相关, 则三项都为 

, 等式成立. 接下来假设其中一个与  线性无关, 不妨设  与  线性无关, 则  包含两个线性无关的向
量, 从而成为这个二维空间的一个基. 可以用基  的一个线性组合来表示 . 设 . 则左侧
的结果为

右侧的结果是

这一段讨论为什么有向面积在一定程度上比原始的面积有更好的性质

在以上的证明中, 我们不关系  或者  的具体符号, 因为有向面积遵循的规则支持我们直接把这
些系数提出来. 这对计算来说难道不方便吗？当  在  左侧时, 结果是正的. 而当  在  右侧时, 结果
是负的. 在一定程度上, 有向面积比面积本身更加自然. 下面的图是一个图像证明（这个图只是一个二维的
图, 不要误以为它是三维的. 它只在  的时候才能有效论证结果成立）



有向面积的新符号  

本段将  作为  的别名引入. 这就像我们使用矩阵代替  时做的一样. 主要目的
是为了简化记号. 请不要认为它满足交换律, 否则当你看到反交换的时候会感到非常困惑.

为了方便, 从现在开始我将会用  来表示 . 根据前面的段落, 我们已经证明了  的多线性, 用  
来写就是  和 

 (双线性). 此外我们发现把一个向量的倍数加到其它向量上
并不改变结果, 这与双线性可以共同推出

你完全可以用  的记号来描述这些, 但对我来讲, 写这个会节省时间并且让它更加清晰. 既然  和  是任意
的, 这表明交换两个变量位置会导致计算的结果符号改变. 这被称作反交换性, 也是上文一直强调交换两个向
量不同于原本向量的原因.

这一段为有向面积找了一个单位并证明有向面积构成一维线性空间

在前面的讨论中, 我们并未讨论平行四边形面积的具体值是什么, 这是因为如果你把面积函数  乘以某个常
数, 它应该满足的规则仍然成立, 所以我们只能相对于某个"单位"测量面积. 只有当你选择了单位, 例如 , 
你才能讨论我们空间中什么东西的面积并且得到它(相对于这个单位)的值. 任意选一个平行四边形, 设它由基 

 定义（这意味着面积非 , 所以可以作为一个单位）, 不妨将其有向面积作为一个单位 . 设 
, , 则由  和  定义的平行四边形面积为

所以任意的有向面积都可以写成  的一个倍数, 所以有向面积的空间是一个一维向量空间, 每一个线
性变换都可以用一个缩放因子表示（即具有形式 . 为了了解线性变换  作用在有向面
积上的结果, 我们只需要观察某个平行四边形  的面积  并且找到改变后的面积 . 把它们相处就得到
了系数 . 然后可以得到  作用在有向面积上是一个正比例函数, 比例为 .

面积 面积

注：一般来讲向量相除不是好的运算, 但是在一维空间中是可以的.
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第三步 —— 定义二维的行列式  

行列式遵循的基本规则  

注：Gabriel Cramer 在18世纪引入了行列式, 用于解线性方程, 英文
中"determinant"和"determine"是同源词, 它决定了矩阵的一些重要性质. 然而中文的"行列式"可谓是
一个奇怪的翻译, 暂时把它接受下来就好了.

如果有映射 , 其中  是一个二维向量空间, 它给出了有向面积所属线性空间上的线性映射. 记 
 并称之为  的行列式. 这个结果对每个非零的有向面积都相同, 所以是良定义的. 所以我

们可以随意选取一个基底  并且继续用它计算（因为基底不影响结果的选取）

设  是一个基,  具有矩阵表示 . 也就是说 . 我们可以通过  在基底  下的行列式为 
. ( 之后我会证明矩阵的行列式与基底无关, 所以可以直接写成 

 ). 更明确地说, 它是这样定义的

接下来的段落将会把有向面积的结果翻译为矩阵行列式的结果并且对矩阵行列式得到相同的结果 

我们已经在一些规则的基础上证明了两条重要的性质, 现在我们希望得到行列式的性质, 此外还要加上另外
一条.

1. 多线性

对于第一个变量, 

如果我们把  和  用基底  下的坐标来表示, 我们有

因为我们定义  为面积的比例, 这意味着

所以 

有向面积对第一个变量线性可以写作

其中  可以从等式两边消去（因为它们不共线, 所以面积不为  ）
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同理可证

所以行列式对每个变量线性, 但是注意：

对每个变量线性意味着你需要一个个地使用线性

如果你希望展开它, 你需要做的就像多项式乘法一样.
2. 反交换性.

这意味着 . 仍然假设 , 根据

可以得到

于是 

交换向量会改变定向, 在矩阵中就是说交换矩阵的两列改变行列式的符号.

如果令 ,  推出一个含有重复的列的矩阵行列式为  （此时  
中出现重复的向量, 从而线性相关）

3. 对单位矩阵结果为 

虽然我们不能讨论一个面积的绝对大小, 我们至少可以说  的面积等于它自己, 也就是说

注意到  作为单位矩阵作用在  上满足 , 所以

有了这些结果, 我们可以纯粹地用矩阵和行列式的语言重新叙述  的结果.



有重复的列 单位阵

列交换后

的单位阵

有重复的列

在此过程中, 我们只用到了多线性, 反交换和单位阵行列式为  的性质. 虽然这些性质是通过选取了某个基底
来证明的, 但是结果最终和特定的基底无关. 所以实际上我们并不需要  下的下标 , 而是可以直接写出 

所以对于一个线性变换,  是一个不变量, 它不随基底而改变. 同样地, 对于一个矩阵,  也是不变
量, 且等于它表示的任意线性映射的行列式. 这里"任意它表示的线性映射"是说  在基  下可能表示映射 
, 而在基  下可能表示映射 , 这些映射可能不同, 但是它们的行列式一定相同.

第四步 —— 把定义拓展到  维  

把有向面积的定义推进  

你还记得为什么我们选择了二维空间吗？是的, 这是因为它相对简单, 接下来我们将会推广这个结果并且得
到  维空间中的行列式. 但在此之前, 我们需要找到有向面积的替代品.

在二维空间中, 一个基的定向由第二个向量在第一个向量的左侧还是右侧决定. 假设  在变动, 除非  穿
过  所在的直线, 否则基的定向不会改变. 然而在加上一个维度之后我们可以轻易地翻转改变它的方向从
而不需要跨过 . 因此在  维空间中, 你可能已经想到了, 我们应该使用"有向体积", 这时平行四边形变成了
平行六面体. 请回忆, 有向面积构成一个向量空间. 如果我们称一个有向面积是一个 -向量, 并且称有向体积
是一个 -向量, 那么对于  维空间, 应当有对应的 -向量概念. 虽然对于我们来讲想象 -向量如何变化, 但
是我们可以用 -向量（有向面积）和 -向量（有向体积）作为例子类比.

如果你感到困惑, 在理解下文的时候把 -向量这个词换成"有向体积"并且把  换成 

在一个  维空间中, -向量应当遵循的规则应当包括：

1. 对每个变量线性, 即

对  和  也有相同的公式

（可以这么解释：从  到平面  的有向距离等于  与  到平面  的有向距离的
和）

2. 反交换性, 如果交换两个向量的位置, 结果改变符号.
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根据以上两条规则, 任何 -向量都可以在给定的基  下分解, 从而得到  的某个倍数, 所以三
维空间中的 -向量组成的空间是一个一维空间.

定义  维行列式  

请回忆：一个  矩阵的行列式对每一列线性, 满足反交换律且对单位矩阵取值为 

仍然将 -向量的比例定义为线性变换  的行列式. 关于  矩阵的行列式的结果仍然可以从 -向量运
算的方式得出. 这次我们直接通过三条规则来定义  矩阵的行列式：

矩阵的行列式是一个函数 , 满足：

1. 多线性：对每一列线性, 即对任意的 ,

2. 反交换性：对任意 ,

3. 

接下来回忆我们证明过的更多关于有向面积的性质, 例如, 从一行中加或者减去另一行的若干倍, 结果不变. 
也就是说如果  把矩阵  变为矩阵 , 则 . 证明如下, 其中反交换性推出带有重
复行的矩阵行列式为 

为了计算一个矩阵的行列式, 我们只需要对它做列变换把它变成单位矩阵算出结果, 又或者得到包含  或重
复列的矩阵得到 , 以两个三阶矩阵为例：

这个过程是对矩阵的列进行高斯消元. 在此过程中如果有全为  的列, 我们马上得到了行列式为 . (这意味
着列并非先行独立, 所以核不为 ). 如果没有出现全为  的列, 应该得到一个下三角矩阵. 在此之后我们只需
要把对角线上的系数从每一列提出来让对角线全为 . 接下来总是可以很容易地在不改变对角线  的情况下
消掉对角线下方的所有元素. 所以行列式会等于这些阶梯头, 即消元后对角线上元素的乘积.（所以事实上我
们并不需要关心把它变成下三角矩阵以后的其它过程, 直接把对角线上的元素相乘就可以）
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行列式的重要性质  

1. 行列式在基变换下保持不变（从某种意义上这是最重要的性质, 因为我们最开始的目标就是找到一个
不变量）所以如果  和  都是  的基底, 而  在这两个基底下的矩阵表示分别为  和 , 
则 . 此外, 任意一个可逆矩阵都可以把基  变为一个基 . 在基  下,  的表
示应该为 . 这推出对任意一个矩阵  和
任意可逆矩阵  都有 .

2. 多线性、反交换性和 . 这些事我们直接从 -向量（或称之为  维有向体积）推导出的性
质.

3. 在列加减下保持不变.

4. 如果  的列的某个线性组合为 , 则 . 换言之, 此时 , 且 .

5. 4的逆否命题：如果 , 则矩阵的列线性无关且 . 这意味着每个等式 
, 其中  总是有唯一解, 此时  是双射, 存在逆矩阵.

6. 4的逆命题：如果 , 则  中存在线性相关的行. 如果 , 则它不可能被消元到一个
对角线不全为  的下三角矩阵, 再此过程中, 完全是  的列会出现, 所以  对有些  无解, 而
对有些有无穷多解.

7. . 这可以通过映射符合的缩放因子等于两次缩放因子的乘积来解释. 因
为缩放因子与所选的基底无关, 若 , 则  也是一个基底, 所以

如果 , 则 , 所以 , 在这种情况下仍然成
立. 特别地, 取 , 则  和  都是  矩阵, 且  对任意 

 成立

8. 排列矩阵的行列式是 . 在一个排列矩阵中, 每行每列都仅包含一个 . 所以我们可以通过交换它的行
来重新得到 . 例如：
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在每次交换过程中, 我们把第  列和第  行的  所在的列交换, 最终把行列式转变成 , 最多
相差一个符号.

9. 

请确保你还记得 PLU 分解, 并且确认自己明白 . 如果你忘记了这一点又或者你不关
心它是怎么证的, 你可以暂时把  当作一个既定的结果接受下来并且直接向下
读. 这个性质告诉我们可以像做列变换一样做行变换. 也就是说你在不使用列变换的前提下得到
一个矩阵的行列式. 此外, 教材中通常更喜欢做行变换, 好处是它让记号更统一, 操作更为一致.

证明这一点需要一些技巧. 首先先对下三角和上三角矩阵证明这个事实：

对于一个下三角矩阵, 它的特征值就是对角线上所有元素的乘积. 而对上三角矩阵, 也是这样, 我们总是
可以消除对角线上方的所有元素.

(如果  出现在对角线上, 那么这个三角矩阵的秩就不是 , 从而特征值为 )

所以对下三角和上三角矩阵, 可以写出

对于任意  的矩阵, PLU 分解把它分解为

由于

且其中 . 所以我们只需要证明 .

由于 , 这意味着 . 当  时有 . 当 
 时有 . 这表明 , 完成了证明.

一会我们还会见到行列式的更多性质.

第五步 —— 行列式的第二定义  

请不要被这一节吓到, 它的目的是解释某些教材上吓人的公式. 它基本没有提供关于行列式的直觉, 而
是把学生淹没在计算的海洋当中.

有些教科书甚至完全不关心行列式的不变性以及一般线性变换的行列式. 它们把一个  矩阵的行列式
定义为
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其中 , 而  对  之后但是比  小的数计数. 你可
能正在想：这什么鬼啊？这个  有意义吗？为什么我们要把这些项加起来还要用一个巨大的跑遍所有  的
求和？它为什么加起来等于 . 又或者更确切地说这一大堆东西它真的有意义吗？为了回答这些问题, 
让我们回到

如果  的第  个元素是 , 且  在基  下的表示是 . 则 , 且

所以

接下来把这个公式打开并且把所有的求和提出到括号之外（为了方便, 省去了  的范围）从而得到

如果 , 则  和  同时出现在  中, 所以这些项是  (因为它们并非线性无
关). 只有当  正好取遍  到  中的每个值一次的时候才能得到非零值. 所以  是 

 的一个重排列. 其值为 . 符号由其定向决定. 不妨设 

 的定向为一个函数 . 则  只能取  和 

, 我们将会在下文中讨论这个符号. 所以我们可以简化等式, 并且把它写成

因为 , 我们可以交换  和  并且把它等价地变成 

现在终于该解决  的符号了. 为了计算它, 首先看一些例子并且找规律. 最简单的非平凡的
例子是, 当  时, 

接下来, 可以不用  来写：

可以用  行列式来检验这个结果：

如果记 , 它就是我们熟悉的 .



这里  对应到 , 我们称其为标准排列. 而交换两个数字对应交换  中的两个向量, 所以改变
定向.

接下来计算对  所有排列的结果：

虽然在第一步中将  放在第一位, 然后在下一步中将  放在第二位非常方便, 但事实证明如果用这种方法, 在
看到一个排列时很难预测会做多少交换（当维数增加时这种现象尤为显著）. 为了理解为什么教材上会出现
逆序数, 让我们从冒泡排序开始——这是一种不高效但对理解和解决这个问题很有帮助的排序算法. 

假设我们有一个序列, 这个序列是  到  的一个排列. 我们希望重新排列它, 使其变得有序（  
）. 按照以下步骤进行：

从第一个元素开始, 将其与第二个元素进行比较, 如果它大于第二个元素, 则交换它们并将计数加  . 继续处
理第二个元素, 将其与第三个元素进行比较...直到我们到达最后两个元素, 然后从第一个元素重新开始. 继续
这个过程, 直到序列变成有序状态. 

以数列  为例：

1. , .

, 

, 

, 

2. , 

, 

, 

3. , 

, 

共交换了四次, 所以 

对应的python代码是:

def bubble_sort(arr: list[int]) -> int:

    "返回交换的次数"

    n: int = len(arr)

    count: int = 0

    for i in range(n):

        # 为了优化算法的标志, 无交换时退出

        swapped: bool = False

        for j in range(0, n-i-1):

            if arr[j] > arr[j+1]:

                arr[j], arr[j+1] = arr[j+1], arr[j]

                count += 1

                swapped = True



让我们关注一种数对：逆序对. 在一个序列中, 如果一个数字放在另一个数字之后, 且比前面一个数字小（这
两个数字并不一定直接相邻, 例如  中的  和  ）, 我们称之为逆序对. 请不要急着问为什么我们
要这样做. 让我们接着看这个例子：

在序列  中, 有  个逆序对：  . 

我们在冒泡排序的过程中进行了  次交换：

交换  和  会去除逆序对 , 因为它们变成了 , 不再是逆序. 

交换  和  会去除逆序对 , 因为它们变成了 , 不再是逆序. 

类似地, 其他  次交换分别去除了  和  . 

事实上, 我们共进行了  次交换, 每次去除一个逆序对. 这并非巧合. 注意到我们每次只交换相邻的数字. 这只
是交换了它们的相对位置, 但它们相对于其他数字的位置并没有改变. 因此, 一次交换对应一个逆序对, 通过
计数逆序对, 我们就能知道进行了多少次交换. 

最终, 记  为出现在  之后但是比  小的数的计数（严格意义上应该写作 , 因为结果不
但依赖于  自身, 还和所有的  有关）. 所以  计数了所有前一个元素是  的逆序对. 把它对 

 求和, 总的逆序数应该为 . 由于逆序数计数了
通过冒泡排序将数列排序所需的交换数,  的奇偶性决定了 , 其中 

. 最终我们可以清楚地得到结果：

这个公式是通过把 -向量的所有分量展开得到的, 因为这个定义并不依赖于线性变换, 并且定义行列式的方
式更加"明确", 所以包括我们教科书在内的一些人更喜欢用这个定义, 因为它们认为这更直接. 然而, 这个式
子的形式意义大于实际意义, 此外使用它计算大于  的矩阵行列式非常困难. 就我个人来讲, 我更喜欢把
这个式子看作  维有向体积的和, 这种几何直观对我理解并记住它起到了很大帮助.

代数余子式  

这一小节只是为了解释我们教材中的代数余子式, 然而它对理解线性映射的本质并无太大影响, 所以如
果你在此过程中感到枯燥, 不妨跳过.

我们知道一个矩阵的行列式对每列线性, 所以如果只让一列变化, 同时固定其它  列, 就得到了一个线
性映射, 把这一列线性映射到行列式, 即一个数, 所以它是  的. 假设矩阵的第  列都确定了, 
那么只有  这些项可以改变, 映射具有形式

        if not swapped:

            break

    return count

# 示例

index_list = [3, 1, 4, 2, 5]

exchanges = bubble_sort(index_list)

print(exchanges)
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这里的  是与  的第一列无关的常数, 但是它们会随着其它列的改变而改变. 当把其它列都定下来之后它
们就成为了常数.

接下来让我们为  找到显式的表达式

所以

显然, 右侧的行列式等于

(这时因为对前面的行列式高斯消元不改变第一行第一列, 所以行列式等于右下角的更小的块的行列式乘以
对角线上的 , 它们是一样的)

然而为了计算 , 我们有必要把第二行换到第一行并且得到



为了计算 , 首先交换第二和第三行, 然后交换第一和第二行. 这样让  浮到了顶端, 而同时没有改变其它
行之间的相对位置. 这里进行了两次交换, 所以前面的符号又变为了正的.

不难发现这样的规律

这里的  意味着进行了  次的行交换, 矩阵原本的第  行和第一列被删除了.

当我们想让第  列变化而固定其它的列时, 我们发现对应的因子和第一列的类似

 可以被写为 . 但是此处我写成  的原因是为了把第  个元素换到左上角
而不改变其它行和列之间的相对位置, 需要经过  次交换. 在现在的矩阵中, 第  行和第  列被删
除了. 这个系数  被称作  的代数余子式, 对每个 , 有

这是因为固定下除了第  列之外的其它列, 行列式变成了第  列的线性函数, 其系数分别为 . 我们称其为
行列式的列展开.

类似的讨论可以导出行列式的行展开, 对每个 :

线性方程 —— 行列式的另一个角度  

Cramer 法则  

先回忆一个矩阵  的行为. 当  时,  不可能是满射, 总是有一些  让  无解. 
而对 ,  不可能是单射, 每个值域中的  都对应到很多的 . 所以  是最"有趣"的情况, 此时  
个方程对应  个未知数.
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我们知道对 , 如果 , 那么消元会在主对角线上产生 , 此时就有了自由变量, 于是 
 不可逆. 但是对 , . 线性代数基本定理告诉我们 

. 这意味着像是 . 在本节中, 我们将会为这样的线性方程的解写出显
式的表达式.

把一个线性方程写成如下形式, 其中  为列向量：

例如, 为了解 , 我们应该消掉所有其它的像. 神奇的是, 我们可以通过计算行列式完成这一过程.

注意到列相减不改变行列式的值, 所以

至少从形式上, 我们可以从  直接解出 . （类似地对于  的情况, 分子上的  替换的是  ）

分母恰好就是 . 这就是 Cramer 法则, 下图展示了  时 Cramer 法则为什么合理.

线性方程的判别式  

本小节讨论的是我个人关于行列式对于线性方程作用的理解.

大部分人对判别式的第一反应可能是 . 但是这只是判别式的一部分, 判别式实际上可以对任
意多项式 , 甚至可以对多变量多项式定义. 判别式反映的是  的根的情况. 对于一个二次函数 

, 它"倾向于"拥有两个复根, 只有当  时才会出现例外. 而对一个方
阵 , 如果你随意地在  中取它的系数, 它的行列式几乎总是非  的. 所以它几乎总是可逆, 此时  
有唯一解 . 但是如果  恰好为 , 则  有无穷多解. 这意味着此时出现了"重根", 所以判别
式可以视作是一种类型的判别式, 它显示出是否有重根.

伴随矩阵  

本小节只是为了解释课本中的伴随矩阵概念, 它对理解线性映射的本质并无太大影响. 所以如果你感到
无聊, 可以直接跳过它.

我们知道对一个  的线性方程 , 有

我们可以用代数余子式把这个式子展开：
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类似地

实际上在这个过程中我们已经用  解出了  ：

于是我们得到了一个把  用余子式表示的显式表达式.

这里有  (注意此处下标的顺序). 右侧的矩阵被称作伴随矩阵, 记作  （或  
）. 对于 , , 这可以推出

然而这个矩阵乘以其伴随的性质并不依赖于 . 由余子式的定义, 容易验证 
 对  成立, 所以这个式子对所有方阵  成立.

特征值和特征向量  

本章中我们将会在  上讨论, 因为一个  次的多项式在  中总有  个根（计重数）

最初的想法  

先回忆, 当我们希望比较一个变化前和变化后的向量时我们需要找到一些向量, 满足线性变换作用在它们上
时表现的像一个伸缩. 这给了我们另外一种看待线性变换的角度并且可以帮助我们找到一个好的基底来表示
它. 线性变换像一个伸缩一样意味着对某个非零向量 , 有 . 注意到  倍的恒同映射总是把  映
射到 . 所以只需要把两个式子详见, 就存在某些非零向量满足

这样一组  被称作特征值和一个对应的特征向量. 对有限维空间而言, 这意味着 . 
这是关于  的多项式方程, 我们可以先解出 , 然后通过解  得到 .

更具体地说, 首先选一个基并写出  的矩阵表示 . 则  的矩阵表示为 . 它们的行列式相
同. 然后只需要解出 , 就可以找到所有特征向量的坐标, 例如, 假设

为了找到  和  使 . 先计算
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多项式  称作特征多项式,  被称作特征方程. 解特征方程可得 

. 对 , 有 . 取  为一个特征向量. 

对 , , 取  为另一个特征向量, 则对所有的 , 

, 而对所有的 , . 所以我们找到了所有的特征值和特征向量.

对于一个  维空间, . 代数基本定理告诉我们一个  次多项式总可以被因式分解为 
, 这里每个  都是一个复数.

没有重根的情况  

最一般的情况是多项式没有重根, 此时对  有 . 这给出我们  个特征值, 所以可以从 
 中解出  个特征向量 . 矩阵可以写作如下形式：

可以通过归纳法证明  总是先行独立的, 所以  作为过渡矩阵（基变换矩阵）
把原先选定的基底  变成一个新的基底 , 使得基  下的矩阵表示是一个对角矩阵.

这一过程称作"对角化". 这对没有重根出现的情况总是适用. 注意到行列式不依赖于基变化, 所以特征多项式
实际上是一个不变量, 从中解出的特征值也是不变量, 这会把每个基底都变到一个只与线性变换  有关的基 

 （最多相差一个特征向量乘的系数, 因为特征向量的倍数也是特征向量）

有重根的情况  

在讨论之前, 我们先定义一个叫特征子空间的概念. 对于向量空间  上线性变换  的某个特征值 . 称对应
的特征子空间为 . 这确实是一个子空间, 因为它可以写成 

. 它包含了所有对应于特征值  的特征向量以及  向量.
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不幸的是, 当重根出现时, 不一定总能找到一组特征向量组把它们作为基. 这是因为  只
能确存在特征向量  满足 , 也就是说对应的特征子空间维数至少是  维的. 但是当重根出现时, 

不能保证重数一定等于子空间的维数. 例如, 矩阵  的特征方程是 . 然而方

程  的解只有 . 这意味着子空间是  维的, 然而特征值  作为根的重数是 . 这意味

着没有足够的向量构成一个基, 矩阵因此不可对角化.

也有时即使出现了特征值, 但是矩阵仍然可以对角化. 例如, 所有的非零向量都是恒同映射  特征值为  的
特征向量. 所以  对应的子空间是整个空间. 设空间维数为 . 由于没有其它的特征值, 所以对应的特征
多项式是 . 任意取一个  的基底, 则有  个基向量, 这个线性映射可以被对角化为一个对
角线上全为  而其它位置全为  的矩阵（即单位矩阵）

称特征方程中特征值  的重数为代数重数, 而特征子空间维数  为几何重数. 可以给出估计 
. 如果没有重根, 则所有的代数重数都是 , 由不等式可知必须有每个特征值对应

的特征子空间维数都为 . 而当出现重根时, 代数重数大于 . 只有当所有的几何重数都等于代数重数时这个
线性变换才能对角化.

几何重数 代数重数

练习  

 注意到行变换和列变换都是矩阵空间上的线性变换, 先验证下面  个矩阵组成  的一个基

如果记  为将第二行减掉两倍的第一行的变换, 它在基  下的矩阵表示
是什么？

 先验证所有满足  的数列构成线性空间, 并且证明这两个数列 
 和  构成线性空间的一个基. 由于去除前  项的操作  是

这个空间上的线性映射, 写出  的矩阵表示 . 并且叙述  之间有何联系.

 计算  中顶点为  的平行四边形通常的(即不包含定向的)面积.

 使用  证明 .

 如果 , 也就是说

把  的表达式展开并把它用  表示. 观察其中有多少非零的项, 并把它们的符号
和所有三个数字排列的定向比较.

 分别通过消元和你在  中得到的结果计算如下行列式：

 由于 . 对正交矩阵 , 证明 .

 计算  并计算下列矩阵的行列式：
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 计算如下的行列式, 结果会是关于向量  的线性函数,  的每个分量前的系数分别是什么？如果使用  
上的标准内积, 它可以表示成哪个向量和  的内积, 结果何时为  ？

 分别使用 Cramer 法则和消元解下列方程：

 为  找一个基  以对角化 . 则 . 根据  

计算 , 你可以从中体会到对角化为什么让计算矩阵的幂更加方便.

 证明如果一个线性映射  可对角化, 则 . （提示：行列式无关于基底选取）

 证明一个方阵不可逆当且仅当它有  特征值, 为什么这个结果成立.

 如果  是  的一个特征值, 证明  是  的一个特征值, 且  仍然是  的一个特征向量.

 如果  是某个可对角化矩阵  的特征多项式, 根据  证明 . 这里  的
定义是 . 齐总  是  项的系数

 如果 . 证明 . （提示：把问题

分成两半：  与  ）

  可对角化吗？计算  并猜想  的结果.

 证明除了恒同映射以外, 没有线性映射可以被相似对角化为单位矩阵.
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